Analisi e Geometria 1
Esercitazione del 28 ottobre 2021
Preparazione alla prima prova parziale
Questionario 12 (con risposte e commenti)

1 Vero o falso?
Stabilire se le sequenti proposizioni sono vere o false, motivando le risposte.

1. Per ogni z,y € R, x < y, esiste un numero irrazionale « tale che z < a < y.

1\*
2. Vale: xEI—iI-loo <1 — 4$2) =1

3. Denotiamo con S la circonferenza unitaria nel piano complesso:
Sl={zeC||z|=1}

Definiamo: R -2 § L9 — F(9) =e”. Allora F ¢ suriettiva e I non ¢ iniettiva.

4. La formula di Taylor al secondo ordine di f(z) = logx — sin(x — 1), centrata in z¢ = 1,
con il resto di Peano, ¢ data da

Fz) = —%(z— D2 4o(@—1)2)  (perz— 1)

5. Si puo scrivere:
1
Vi—-x=1- ga:—{—:z:ap(x)
dove lim,_,o ¢(x) = 0.

6. Per ogni z € C non nullo, z e 1/Z hanno argomenti opposti (a meno di multipli interi di
2m).

7. Definiamo: C\ {0} e \ {0}, F(z)=1. Allora F' ¢ invertibile.

8. SiaR -5 R,
2sin(2x) —4 sex <0
fz) = v
3x—1)+¢€" sex>0
Allora:
lim f'(x) =4 e f'(0)=4

z—0
. . n
9. La successione reale a,, = ‘(% + 7,%) | tende a zero.

10. Per x — +oo0, (22)% ~ (z)?2.



2 Risposte e brevi commenti
1. Per ogni x,y € R, z < y, esiste un numero irrazionale « tale che z < a < y.

VERO. Siano z,y € R, x < y. Siccome QQ é denso in R, esiste r € Q tale che
r—V2<r<y—+v2

da cui segue: x < r+ /2 < y. Poniamo o = r + /2. Allora « ¢ irrazionale (perché?) e
x < a < y. Dunque, anche l'insieme R \ Q dei numeri irrazionali ¢ denso in R.

2

. 1\"
2. Vale: IEIEOO <1 — 43:2> =1.

FALso. Per xz — +o0:

2 2

oy e
612 10g<1—ﬁ)

= exz (_49%2—1—0(%2))

1 1
=e atoM) 5 o1

3. Denotiamo con S! la circonferenza unitaria nel piano complesso:
St={zecC||z|=1}
Definiamo: R —— St 9 — F(9) = ™. Allora F ¢ suriettiva e F' non ¢ iniettiva.

VERO. Si ricordi che: €™ = cos®d + isin .

(a) F & suriettiva. Infatti, ogni z € S! si scrive (in almeno un modo) come z = cos ¥+ sin 9,
dove ¥ = arg (z) ¢ un argomento di z.

(b) F non & iniettiva. Infatti, se z = F(9) = €, si ha anche z = F(¢) = ¢V per ogni
WV =9+ 2k, 2 € Z.
EXTRA. Si noti che R - St 9 — F(9) = €, & un omomorfismo dal gruppo additivo
R al gruppo moltiplicativo S* (il gruppo delle rotazioni del piano con centro nell’origine),
cioé:
F+9)=FWF®)

4. La formula di Taylor al secondo ordine di f(z) = logx — sin(x — 1), centrata in zo = 1,

con il resto di Peano, é data da
1

fz) = —5(:1: — 1)2 + o((x — 1)2) (per x — 1.)

VERO. Per x — 1 valgono questi sviluppi:
log(x) = log(1+ (z — 1)) = (x — 1) — @52 4 o((2 — 1)2);
sin(z — 1) = (z — 1) + o((z — 1)2).
Dunque, per x — 1,
—1)2
logx —sin(x — 1) = (z — 1) — @2)
1
= =1 +o((z ~1)?)

+o((x — 1)2) — [(w — 1) +o((x — 1)2)]



5. Si puo scrivere:
Vi—-z=1- %a:—i—map(m)
dove lim,_,o ¢(z) = 0.
VERO. Piu in generale, lo sviluppo al primo ordine di (1 +¢)¢, « € R, & dato da:
(14+t)*=14+at+o(t), pert—0
Nel nostro caso, /1 —z = (1+1)*, dove a = § e t = —z.
6. Per ogni z € C non nullo, z e 1/Z hanno argomenti opposti (a meno di multipli interi di
27).

FALSO. z e 1/Z hanno lo stesso argomento. Infatti, se z = re”, si haz = ret=? = pe=

e quindi

Lo\ —1 .
(2)71 — (7‘67“9) — Tflezﬁ

7. Definiamo: C\ {0} I \ {0}, F(z)=1. Allora F ¢ invertibile.

VERO. Siha F~!=F. Infatti, da w=F(z) =1 segue: z= % = F(w)
8. SiaR L5 R,
2sin(2zx) —4 sex <0
fz) = . (2)
3(z—1)+¢" sex>0
Allora:

lim f'(x) =4 e f'(0)=4

z—0

FALso. La funzione f non é continua in 0, e pertanto non & derivabile in 0.

E vero pero che lim, o f/(z) = 4. Infatti, la derivata f/, su R\ {0}, ¢ data da

4dcos(2x) sex <0
'(x) = 3
@) {3—1—6“ se x>0 )
Allora
li "(z) = 1i () =4
A S = e @
e quindi
lim f'(z) = 4
z—0

Si noti allora che quest’ultima uguaglianza non implica, a priori, la derivabilitd di f in
xo = 0 (anzi, questo esempio dice che non implica nemmeno la continuita di f in xo = 0).

Ricordiamo perd che vale questo fatto:
Se g ¢ derivabile in ogni punto x # xg di un intorno di xg, g & continua in xg e esiste finito
il limg—z,9' () = £(€ R), allora g & derivabile in xg e g'(xg) = L.
Infatti, calcoliamo il limite del rapporto incrementale di g relativo a xg:
x)—g(x
L g@) ~ glwo)
T—T0 T — X0

Ricorriamo al Teorema dell’Hospital (le cui ipotesi sono soddisfatte). Poiché (per ipotesi)

il limite del rapporto delle derivate esiste e vale £
/
lim g(z) =

z—xo 1 T—T0




10.

il Teorema dell’Hospital assicura che anche il limite del rapporto incrementale di g esiste e

vale £:

T—TQ T — X

. . n
La successione reale a,, = ‘(% + 2%) | tende a zero.

VERO. Usando la proprieta |zw| = |z||w|, abbiamo:
n n n
lim ' <1 + zl) = lim ‘1 +1i=| = lim (1) =0
n—+o00 2 2 n——+oo | 2 n——+o0o 2

Per z — +o0, (22)% ~ (z)%*.
FALso. Per x — 400,

(233)35 o log(2x)
(33)25[3 T e2xlogx

— % log 2+x log x—2x log x

_ em(log2flog:v) 50

perché l'esponente z(log2 — logx) — —o0 per z — +00.



