LEZIONE 16
Integrali generalizzati (o impropri)
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Integrali generalizzati, o impropri

Sono definiti come opportuni limiti di ordinari integrali di Riemann.
Un integrale si dice generalizzato in uno di questi casi:

+oo
Dominio di integrazione non limitato. Esempio: / e " dx.
0

Funzione integranda non limitata. Esempio: / —dx

+oo
Entrambe le cose insieme. Esempio: —e X dx.

0o VX
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Definizione degli integrali generalizzati

Definizione (Integrale di funzione limitata su dominio non limitato)

Sia [a, +00) "5 R limitata su [a,+00) non limitato.

400 k
/ f(x) dx significa: lim / f(x) dx
a a

k—+o00

Definizione (Integrale di funzione non limitata su un dominio

limitato)

Sia [a, b] — R con dominio limitato [a, b], non limitata in un
intborno destro di a.

b
/ f(x) dx significa: lim / f(x) dx
a k

k—at
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Funzione limitata su intervallo non limitato. Esempio.

Figure: f(x) =e™, x> 0.

+oo k
e “dx = lim e Xdx
0 k—+o00 0

k

= lim [—e_x]o

k—+o0

= lim (—e7*+1)

k—+o00
=1
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Funzione limitata su intervallo non limitato. Esempio.

+o00 1 0 1 k l
——dx = i ——d li ——d
/_oo 112 h—:Too/h 1+ x2 X+k—l>Too/o 112 ™
= i tanx]) + i tan x|g
Nim [arctan x], —|—k_|>rl1<>O [arctan x],
/24 7/2
= 7
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Funzione non limitata su intervallo limitato. Esempio.

1
1
dx = i —d
<= [
= lim [2VX]}

k—0t

S~
Sl =

= lim 2—2Vk

k—0*t

Mauro Saita. Corso di matematica. Classe 5E. Integrali generalizzati 6/13



Integrabilita di 1/x? in un intorno di 4o0.

Teorema (Integrabilita di 1/x? in un intorno di +00)

+oo 1 diverge (a +o0) sea<1
/ dx
1

converge sea>1
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Dimostrazione (Integrabilita di 1/x? in un intorno di +00).

Se a =1, abbiamo

k
1
lim /fdx: lim (Ink—1In1) =400
1 k—+o00

k—+o00 X

+o00

e quindi l'integrale / — dx vale 400, ossia & divergente.
1 X

Se a#1, si ha:

, i dx = 1 {Xl—a}k — i(kl_a _ 1)

Allora:

1 +o00 sea<l1
lim (k'2 - 1) = 1
k—+o00 1-— a

a—1

Q.E.D.
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Integrabilita di 1/x? in un intorno di 0.

Teorema (Integrabilita di 1/x? in un intorno di 0)

— dx

11 diverge (a +00) sea>1
o x?

converge sea<1

La dimostrazione & del tutto analoga a quella del teorema sulla
integrabilita di 1/x? in un intorno di 4o0.
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Criterio del confronto

Teorema (Criterio del confronto.)

Supponiamo che f(x) e g(x) siano funzioni continue definite su
una stessa semiretta | = (a,+o0) e soddisfacenti

0 < F(x) < g(x) (1)
Allora:
+o0o +o0
0< / f(x)dx < / g(x)dx (2)
In particolare: ? ?

+o0 +o0o
Se/ g(x)dx é convergente, anche/ f(x)dx é
a a

convergente;

+o0 +oo
Se/ f(x)dx non é convergente, anche/ g(x)dx non
a a

é convergente;
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Criterio del confronto asintotico

Teorema (Criterio del confronto asintotico.)

Siano f e g funzioni continue e positive definite su una stessa
semiretta | = (a,+00). Supponiamo f(x) ~ g(x) per x — +oc.
Allora f é integrabile (in senso generalizzato) a +oo se, e solo se,
g lo e
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Dimostrazione (Confronto asintotico)

f'
lim ﬁ = 1. Questo significa: per ogni € > 0, esiste un
X—+00 g(x)

intorno (M, 4+00) di 400 tale che, per ogni x € (M, 4+00),

f(x)

l-e<—+~5<1+c¢
g(x

Per ipotesi,

~—

(1 —e)a(x) < f(x) < (1+e)g(x) (3)

Da (3) e dal Criterio del Confronto, segue subito la tesi. Infatti: (a) Se
g(x) & integrabile a +00, da

f(x) < (1+2)g(x)
segue che anche f(x) lo & (b) Se g(x) non & integrabile a +oc0, da
(1 —e)g(x) < f(x)

segue che anche f(x) non & integrabile a +o0. Q.E.D.
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Esercizi sulla convergenza di integrali generalizzati

Esercizio

Dire se i seguenti integrali sono convergenti (cioe, sono numeri
reali), oppure no.

+oo
/ e “dx (Si puo calcolare il valore numerico?)
0
+o0 2
/ xe ™ dx (Si puo calcolare il valore numerico?)
0
too 1
) dX
o €
+o00 X2 +00 XN
4] / — dx Pitr in generale: / — dx neN.
o €& o &
+oo 3
X
/ —35 dx
o €&
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