
LEZIONE 8

Limiti fondamentali
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Limiti fondamentali

1 lim
x→0

sin x

x
= 1

Per x → 0: sin x ∼ x , sin x = x + o(x)

2 lim
x→0

1− cos x

x
= 0 e lim

x→0

1− cos x

x2
=

1

2

Per x → 0: 1− cos x ∼ 1

2
x2, 1− cos x =

1

2
x2 + o(x2)
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Il numero di Nepero: e = 2,718281828459 . . .

3 lim
x→±∞

(
1 +

1

x

)x

= e

4 lim
x→0

(1 + x)
1
x = e

Dimostrazione.
Basta utilizzare il limite precedente e eseguire la sostituzione
x = 1/t.

5 lim
x→+∞

(
1 +

α

x

)x
= eα per ogni α ∈ R.

Dimostrazione.
(

1 +
α

x

)x
=

[(
1 +

1

x/α

)x/α
]α
−→ eα, per

x → +∞.
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Limiti fondamentali

6 lim
x→0+

xa logb x = 0 ∀a > 0, ∀b > 0 e b 6= 1

Dimostrazione.
Sarà dimostrato in seguito con il teorema di de l’Hôpital.

7 lim
x→0

x sin
1

x
= 0

Dimostrazione.
Il prodotto di una funzione infinitesima per una funzione
limitata, è una funzione infinitesima (corollario del teorema
del confronto).
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Limiti importanti

8 lim
x→0

loga(1 + x)

x
= loga e =

1

ln a
(a ∈ R>0, a 6= 1).

Per x → 0: loga(1 + x) ∼ (loga e)x ,

loga(1 + x) = (loga e)x + o(x)

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1

Per x → 0, ln(1 + x) ∼ x

ln(1 + x) = x + o(x)
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Limiti importanti

Dimostrazione

(Per esercizio).

Posto x =
1

t
, per x → 0, t tende a ±∞. Quindi

lim
x→0

ln(1 + x)

x
= lim

t→±∞

ln(1 + 1
t )

1
t

= lim
t→±∞

ln

(
1 +

1

t

)t

Per t → ±∞,

(
1 +

1

t

)t

→ e. Per la continuità della

funzione logaritmo, segue:

ln

(
1 +

1

t

)t

→ 1

Q.E.D.
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Limiti importanti

9 lim
x→0

ax − 1

x
= ln a (a ∈ R>0).

Per x → 0: ax ∼ 1 + (ln a)x ,

ax = 1 + (ln a)x + o(x)

lim
x→0

ex − 1

x
= 1

Per x → 0, ex ∼ 1 + x

ex = 1 + x + o(x)
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Limiti importanti

Dimostrazione

(Per esercizio).

Posto t = ex − 1 (x = ln(1 + t)). Per x → 0, t tende a 0.
Quindi

lim
x→0

ex − 1

x
= lim

t→0

t

ln(1 + t)
= lim

t→0

t

t + o(t)
= 1

Q.E.D.
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Limiti importanti

10 lim
x→0

(1 + x)α − 1

x
= α (α ∈ R).

Per x → 0: (1 + x)α ∼ 1 + αx ,

(1 + x)α = 1 + αx + o(x)
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Limiti importanti

Dimostrazione

(1 + x)α − 1

x
=

eα ln(1+x) − 1

x
. Per x → 0, α ln(1 + x)→ 0,

quindi

lim
x→0

eα ln(1+x) − 1

x
= lim

x→0

1 + α ln(1 + x) + o(x)− 1

x

= lim
x→0

α ln(1 + x)

x
+

o(x)

x

= α

Q.E.D.
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Esercizi

Trovare, se esistono, i seguenti limiti

1 lim
x→0

2x − 3 sin 2x

5x2 + 3 sin 4x

2 lim
x→0

ln(1 + 5x)

3x2 + 2x

3 lim
x→0

1− ex
2

2x2 +
√
x

4 lim
x→0

3
√

1 + x − 3
√

1− x

3x
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Esercizi

Trovare, se esistono, i seguenti limiti

5 lim
x→0

√
1− 3x − 1

2x − 1

6 lim
x→0

πx − ex

2x

7 lim
x→0+

√
x3 + x2 + 2x4

3
√
x − x5

8 lim
x→+∞

x2(ex − e−x)

5x − 5−x
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Esercizi

9 Sia R \ {0} f−→ R,

f (x) =
x

x + sin x

(a) Trovare eventuali asintoti di f.
(b) È possibile estendere la funzione f per continuità in x = 0?

10 Per quali α, β ∈ R la funzione R f−→ R,

f (x) =


(x − β)2 − 2 se x ≥ 0

α sin x se x < 0

risulta continua su R?
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Esercizi

11 Per quali α ∈ R la funzione R f−→ R,

f (x) =


sin x2

x(
√
x + 1 − 1)

se x > 0

αex + 2 se x ≤ 0

risulta continua su R?
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