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Questa introduzione al calcolo infinitesimale € stata proposta in una
classe quinta di liceo scientifico e ha richiesto tutto il mese di settembre
per un totale di 20 ore di lezione. Gli argomenti proposti mirano
a introdurre il concetto di derivata e quello di integrale mel primo
mese dell’anno scolastico con un duplice obiettivo: rendere possibile
fin da subito l'utilizzo in fisica della notazione differenziale e integrale,
anticipare argomenti su cui st basa la seconda prova scritta dell’esame
di stato. Il vantaggio, o per meglio dire la speranza, ¢ quella di provare
a risolvere un’evidente criticita dell’insegnamento della matematica
nella scuola superiore italiana. Per consigli, critiche o segnalazioni di
errori scrivere, per favore, a: maurosaita@tiscalinet.it
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1 Problema n. 1. Trovare la velocita quando si conosce la
posizione

Nel corso di fisica, quando si affronta la cinematica, si introduce il concetto di velocita media
e subito dopo quello di velocita istantanea. Nel caso del moto rettilineo il procedimento
seguito e all’incirca questo: un punto materiale si muove lungo una retta con velocita variabile.
Indicata con s la retta e fissato su di essa un sistema di riferimento?, si supponga di conoscere
la legge (funzione) s = s(t) che esprime, per ogni istante di tempo ¢, la posizione s(t) del
punto materiale sulla retta®. La velocita media del punto materiale relativa all’intervallo di
tempo At = t; — ty (tp indica listante iniziale e t; quello finale) ¢ il rapporto tra lo spazio
percorso e 'intervallo di tempo impiegato per percorrerlo

W As s(ta) = s(t)
™At t—to

(1.1)

La definizione (1.1) di velocita media non presenta particolari difficolta , v, € il rapporto tra
due quantita definite e fornisce un’informazione che riguarda il moto nella sua globalita : il
punto materiale si € spostato da s; a so come se avesse mantenuto costante la sua velocita
(pari a vp,).

La definizione di velocita istantanea nasconde qualche insidia: si chiama velocita istantanea
al tempo tq il rapporto tra lo spazio percorso As e l'intervallo di tempo At quando At diventa
sempre pit piccolo. Quindi la definizione di velocita istantanea nasconde un passaggio al
limite.

Posto t; = to + h?, la velocita media assume la forma v, = mentre la velocita
istantanea v(t) all’istante ¢ ¢ il valore del seguente limite (ammesso che esista finito)

S(t0+h)—s(t0)
h

s(to + hf)b — s(to) (12)

o) =

1.1 Definizione di derivata

La definizione di derivata prima non & altro che la generalizzazione di quanto si & detto nella
sezione precedente.

Definizione 1.1. Si consideri la funzione I i> R, dove I é un intervallo della retta reale e
to € I. Si chiama derivata prima di f nel punto tg il limite (se esiste finito)

lim f(to+h) — f(to)
h—0 h

(1.3)

Douwrebbe essere chiaro che la velocita istantanea (concetto noto da alcuni anni) di un punto
materiale il cui moto é descritto dalla legge oraria s = s(t) altro non é che la derivata di s
rispetto al tempo.

2Ossia, fissato su s un punto (Porigine), una unita di misura e un verso di percorrenza.

35 = s(t) ¢ la legge oraria del moto

4h indica lintervallo di tempo trascorso dall’istante iniziale to. L’incremento h pud essere positivo o
negativo.
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Per indicare la derivata di una funzione si usano due differenti notazioni, ossia

f'(to)

lim = (1.4)
h—0 h ﬁ (t0)

dt

La notazione f’(tg) & dovuta a Newton®, mentre %(to) ¢ stata introdotta da Leibniz. Newton

e Leibnitz sono i due scopritori del calcolo infinitesimale.

Esempio. La derivata prima della funzione R L R, f(x) = 2% nel punto xp =2 &

f(2) = lim

h—0 h
2 _
~ lim (2+h) 4
h—0 h
. 4h+h?
= lim
h—0 h
— lim h(4 4+ h)
h—0 h
= 4

Esempio. La derivata prima della funzione R L R, f(x) = 23 nel punto xp = x &

flz+h) - f(z)

/ — 1
f(z) lim o
~ lim (x4 h)3 — 23
h—0

x4+ 32%h 4+ 3xh? + b3 — 23
= lim
h—0 h

. h(3z* + 3zh + h?)
= lim
h—0 h

= 32

5In realta per indicare la derivata Newton utilizzava il punto: ciog f
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1.2 Alcune derivate di funzioni elementari
Derivata di ™, n € N
Teorema 1.2 (Derivata di ™). La derivata di x™,n € N, é

Da™ = na"! (1.5)

Dimostrazione.

Sia x un numero reale fissato e h un qualunque incremento. Il rapporto incrementale di
f(x) = 2™ ¢ dato (per lo sviluppo del binomio di Newton) da:

e () (e (o
[ Qe O
= o () (]

n n
[naj < )m”_2h+---—|— ( )h”_l}
2 n
Quando h tende a zero, ’espressione contenuta nell’ultima parentesi quadra tende a nx
[ |

J@+h)" -2 =

S

D\H D‘M—‘ D‘\f—‘

3
S

n—1

Derivata del logaritmo (in base e)

Teorema 1.3 (Derivata del logaritmo). La derivata di Inz (logaritmo naturale, in base
e)e

1
D1 = — 1.6
ne . (1.6)

La derivata del logaritmo log,(x) in base arbitraria é

1
Dlog,z = —-log,e (1.7)
x

Derivata di e*

Teorema 1.4 (Derivata dell’esponenziale). La derivata dell’esponenziale e* ¢é

La derivata di a® ¢
Da" =a"-Ina (1.9)
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1.3 Interpretazione geometrica di derivata

Dire che la funzione I L5 R, y = f(x) & derivabile (differenziabile) nel punto xy equivale ad
affermare che il grafico di f possiede retta tangente nel punto (o, f(x0)); tale retta é unica e
non puo essere verticale.

f(xo+h) — f(z0)
h

Infatti, da }llim = f'(o) si puo scrivere, per h — 0,

—0

f(zo+h) — f(z0)
h

= ['(xo) + a(h)

dove h a(h) indica una quantita infinitesima (per h — 0). Quindi 'incremento di f &

fxo+h) = f(x0) = f'(zo)h + hau(h)

dove a(h) & una funzione infinitesima di ordine superiore rispetto a h (nel senso che, divisa
per h, tende a zero per h che tende a zero).

f(:L‘o + h)

f(zo)

Figura 1: La derivata e il coefficiente angolare della retta tangente in A al grafico di f.

Si osservi la figura 1: si consideri la funzione R 1, R derivabile nel punto zg € R. Il rapporto
incrementale M di f relativo a x¢ ¢ il coefficiente angolare della retta che interseca
il grafico di f nei punti A = (g, f(zo)) e D = (xg + h, f(xg + h)). Per h che tende a 0, la
secante AD assume la posizione della retta t, ossia della tangente al grafico di f in A; quindi

la derivata f’(zq) ¢ il coefficiente angolare della retta tangente ¢.

In altri termini, I’incremento di f € rappresentato in figura dal segmento BD = BC' + CD,
dove
BC = f'(z0)h

¢ l'incremento della retta tangente al grafico di f in (g, f(z¢)) mentre

CD = f(zo+h) — f(z0) — f(wo)h = ha(h)
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€ una funzione infinitesima di ordine superiore rispetto a h.
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1.4 Regole sulle derivate
1.4.1 Derivata della somma

Si ricordi che la somma di due funzioni f e g & la funzione definita da

(f +9)(x) = f(z) + g(x)

Teorema 1.5 (Derivata della somma). Siano f e g funzioni a valori reali, definite su un
intorno del punto xg e entrambe derivabili in xo. Allora la funzione f 4+ g e derivabile in xg
e si ha

(f +9) (x0) = f'(x0) + ¢ (x0) (1.10)

1.4.2 Derivata del prodotto

Date due funzioni f e g, a valori reali, il loro prodotto f-g (oppure fg) ¢ la funzione definita
da

(f-9)(x) = f(z) - g(z)

Teorema 1.6 (Derivata del prodotto. Regola di Leibniz). Siano f(x) e g(x) funzioni a
valori reali, definite su un intorno del punto xg e entrambe derivabili in xg. Allora la funzione
prodotto f(xz)g(x) é derivabile in xqy e

(f - 9)(z0) = f'(x0)g(x0) + f(0)g (o) (1.11)

1.4.3 Derivata del quoziente

Teorema 1.7 (Derivata del quoziente). Siano f(z) e g(z) due funzioni derivabili, con g(x) #
0. Allora il rapporto f(x)/g(x) é derivabile e si ha:

D ; = (1.12)

1.4.4 Derivata della funzione composta

Teorema 1.8 (Derivata della funzione composta).b Se ¢ definita la funzione composta go f,
f € derivabile in xg e g ¢ derivabile in yo = f(xp), allora go f é derivabile in xy e si ha

(9o f)(xo) =g (o) - f'(wo) (1.13)

Derivata della funzione composta. Alcuni casi importanti

Nella seguente tabella sono riportate le applicazioni piu frequenti della regola di derivazione
della funzione composta.

5Questa regola & chiamata chain rule (regola della catena) in inglese.
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Funzioni

Derivate

Wla) = (log, ) 2
¥ =7
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2 Problema n. 2. Trovare lo spazio percorso, quando si
conosce la velocita.

1l caso del moto uniforme.

Si consideri un punto che, nell’intervallo di tempo fra l'istante iniziale ¢t = a e l'istante
finale ¢ = b, si muove lungo una retta con velocita costante. Sia s(t) la posizione del punto
all’istante t e v(t) = v la sua velocita, supposta costante. Qual ¢ lo spazio percorso dal punto?

La risposta a questo quesito € ovvia ma significativa: la distanza percorsa dal punto, dal-
l'istante a all’istante b, & il prodotto della velocita v (costante) per lintervallo di tempo
b—a

s(b) —s(a) =v-(b—a) (2.1)

Tale grandezza ammette la seguente interpretazione geometrica: il grafico della velocita in
funzione del tempo, si osservi la figura 2, ¢ un segmento parallelo all’asse dei tempi mentre
la distanza percorsa s(t) — s(tp) e 'area del rettangolo ombreggiato.

s(b) — s(a)

1
I
I
I
I
:
a b t

Figura 2: Moto rettilineo uniforme: grafico della velocita in funzione del tempo.

Il caso del moto a velocita variabile.

Un punto si muove lungo una retta con velocita che varia in modo continuo rispetto al tempo.
Sia s(t) la posizione del punto all’istante ¢ e v(t) = s'(¢) la sua velocita.

Qual é lo spazio percorso dal punto nell’intervallo di tempo fra l'istante iniziale tg e listante
finale t¥

L’idea e quella di suddividere I'intervallo di tempo b — @ in tanti intervallini talmente piccoli
da poter supporre che su ognuno di essi la velocita sia costante. Lo spostamento del punto
durante uno di questi intervallini di tempo ¢ approssimativamente uguale al prodotto v(t) At,
dove t ¢ un istante arbitrario che appartiene a quell’intervallino di tempo e At ¢ 'ampiezza
dello stesso intervallino di tempo. In altre parole, se tg = a < t; < ... < t, = b sono gli
istanti, su ogni intervallo di tempo [t;—1,¢;] (i =0,1,2,...,n) si sceglie in modo arbitrario un
altro istante di tempo ¢ € [t;_1, ;] sul quale vale, in modo approssimativo, 'uguaglianza

n

?75(b) — s(a) =~ Zv(t) At (2.2)

i=1

10
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L’uguaglianza approssimata (?7) sara tanto piu precisa, quanto pilu piccoli saranno gli inter-
valli di tempo At. Quindi, anche nel caso di velocita variabile, la distanza percorsa dal punto
e rappresentata dall’area delimitata dal grafico della funzione velocita e dall’asse del tempo.

|
|
|
|
!
|
|
|
|
!
|
|
!
|
|
H

| I

| |

i

| I

I 1
a=1ty 1 to t3 ta ts te tr=0> a=1ot1 t2 t3 ta t5 tg tiy=0b

Figura 3: La funzione velocita, su ogni intervallino di tempo, € approssimata da un valore costante:
9 )
piu piccoli sono gli intervallini migliore e I’approssimazione.

2.1 Definizione di integrale (di Riemann)

Per determinare in termini esatti tale area si € allora condotti a prendere in considerazione
il limite delle somme del tipo " ; v(t) At quando At tende a zero. Il limite di tale somme

< o . - < . b o
(che verra definito in modo rigoroso e si dimostrera esistere) si denota [ v(t) dt, cio¢ si pone,

per definizione,
n

b
Algozv(t) At = / o(t) dt (2.3)

=1

Da questa definizione si ottiene I'uguaglianza esatta

b
/ v(t) dt = s(b) — s(a) (2.4)

la quale fornisce lo spazio percorso nell’intervallo di tempo fra ’istante a e l'istante b.

11
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3 Relazione tra derivata e integrale. Il teorema fondamentale
del calcolo

L’uguaglianza (2.4) ¢ molto importante in quanto, oltre a fornire la soluzione del problema
esposto nella precedente sezione, essa esprime la relazione esistente tra derivata e integrale
precisando in che senso gli operatori di derivazione e di integrazione sono uno l’inverso del-
Ualtro. Ricordando che la velocita v(7) ¢ la derivata di s rispetto a 7 (v(7) = (7)), da (2.4)
si ottiene

/t S(7) dr = s(2) — s(to) (3.1)

0

La formula (3.1) costituisce il cosiddetto teorema fondamentale del calcolo integrale. Essa
dice che per calcolare I'integrale ftto §'(7) dr bisogna trovare una funzione s la cui derivata sia
uguale alla funzione integranda (si dice che s & una antiderivata o primitiva della funzione
integranda). In tal caso, lintegrale ¢ dato dalla variazione s(t) — s(to) della funzione s
sullintervallo di integrazione.

In termini piu generali, il teorema fondamentale del calcolo afferma che per calcolare 'inte-

b
grale / f(z) dz bisogna:

- trovare una primitiva di f(z), ossia una funzione F(z) per la quale F'(z) = f(z);

- calcolare la variazione F'(b) — F'(a) della funzione sull’intervallo (a,b).

b
/ f(@)dz = F(b) - F(a) (3.2)

3.1 Utilizzo dell’integrale per il calcolo di un’area.

Trovare l'area S della figura compresa tra il grafico della parabola f(x) = x? e l'asse delle x,
quando x varia nell’intervallo [0, 1].

12
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Figura 4: Approssimazione dell’area al di sotto del grafico mediante la somma delle aree di rettangoli.

Si suddivida Pintervallo [0, 1] in n intervallini, cioe si fissino i punti
zo=0<m <..<z,, =1

Su ogni intervallino [z;_1,z;] la funzione f(x) = 2% assume valore minimo nell’estremo di

sinistra e il suo valore ¢ f(z;—1) mentre 'ampiezza di ogni intervallino [x;_1,x;] &

Ax; =z — 21

Pertanto si puo ragionevolmente approssimare per difetto I’area S delimitata dalla parabola,
dall’asse = e dalla retta x = 1 mediante somme di aree di rettangoli (come in figura) di base
Ax; e altezza f(x;—1):

n

S ~ Z f(a:i_l)Axi

=1

Se si vuole ottenere una vera uguaglianza (e non un’uguaglianza approssimata) occorre
passare al limite

S=1

m
A—0

n 1
Zf(a;i_l)Axi :/0 f(z)dx (3.3)

i=1

dove X\ & la massima ampiezza degli intervallini [z;_1,x;].

Per determinare ’area S si puo fare cosi: si scelga la partizione

2

.T(]:O, €1 = —, T2 = —

n n

L’intervallo [0, 1] risulta diviso in n intervallini [x;_1,2;] (con i = 1,2,...,n) ognuno dei

quali ha ampiezza Az = z; — ;1 = % Inoltre f(x;—1) = (%
approssimare per difetto cosi

)2. Quindi 'area S si puo

13



Le idee fondamentali del calcolo infinitesimale Mauro Saita

zzn:(;l)zi:;lzn;(i—m (3.4)

=1

Ricordando che, per ogni intero positivo k vale la formula

1
124224 k= 6/.c(k+1)(2k+1)
l'uguaglianza (3.4) si scrive

1 1
S~—--(n—-1)-n-2n—-1
Per ottenere una vera uguaglianza (e non un’uguaglianza approssimata) bisogna passare al
limite per Ax — 0 o equivalentemente per n — 4o00. Si ottiene

. 1 1 1
S:ngglooﬁ-g(n—l)-n-@n—l)—g

L’esempio appena presentato mostra che il problema del calcolo delle aree ha la stessa forma
matematica del problema del calcolo dello spazio, nota la velocita.

Utilizzando il teorema fondamentale del calcolo si trova immediatamente la risposta al proble-
ma posto all’inizio di questa sezione: si tratta di trovare funzione F'(z) tale che F'(z) = f(x)
e poi concludere che

1
S = /0 f(z)dx = F(1) — F(0)

Basta prendere F'(z) = %333 per ottenere
1
S:/ f@)de=F(1)—F0)==—-0=2
0

In conclusione, I'area S della figura compresa tra il grafico della parabola f(x) = 22 e l'asse
delle z, quando z varia nell’intervallo [0, 1] vale 1 mentre I'area del segmento parabolico (cioe
della regione di piano limitata dalla parabola e dalla retta y = 1) & uguale a % dell’area del
rettangolo circoscritto al segmento parabolico. Questo € un caso particolare di un classico
risultato dimostrato da Archimede con metodi puramente geometrici.

14
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3.2 Prime proprieta dell’integrale

b
L’integrale / f(z)dx pud esistere oppure no, cid (ovviamente) dipende dalla scelta della
a

funzione integranda; nel caso esista’, si dice che f ¢ (Riemann) integrabile in |a, b].

Teorema 3.1. Per l'integrale di Riemann valgono le proprieta sequenti:

1. (Additivita dell’integrale rispetto alla funzione integranda.) Per ogni f,g
integrabili in [a, b]

/ab(f+9)<$) dr = /abf(x) dw+/abg(w) dz (3.5)

2. (Omogeneita dell’integrale.) Per ogni f integrabile in [a,b] e per ogni numero reale
k

b b
/ kf(x)de =k / f(z)dx (3.6)
3. (Additivita dell’integrale rispetto all’intervallo di integrazione.) Per ogni f

integrabile in [a,b] e per ogni ¢ € (a,b), le restrizioni di f agli intervalli [a,c] e [c,b]
sono integrabili e

/abf(x)dx:/:f(x)da;—i—/cbf(:c)dx (3.7)

4. (Monotonia dell’integrale.) Se f,g sono integrabili in [a,b] e f(x) < g(z) per ogni
x € [a,b], allora

/a ' fla)de < / " o) da (3.8)

5. Se f,g sono integrabili in [a,b], allora anche il loro prodotto fg é integrabile in [a,b].

Definizione 3.2 (Integrale orientato). Se a > b, si pone, per definizione,

b a
/ f@)de = — / (@) da (3.9)
a b
Con questa definizione, l'uguaglianza
b c b
/f(:c)da::/ f(m)d:z+/ () da (3.10)

vale per ogni scelta di a,b,c (anche se ¢ non é compreso tra a e b), a patto che gli integrali
considerati esistano.

"In seguito si mostrera che la classe delle funzioni integrabili in [a,b] & molto ampia.
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