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1 Punti e vettori spiccati dall’origine

1.1 Coordinate.

Sia A = (x1,%1) un punto (vettore spiccato dall’origine) di R2. Il numero x; & I'ascissa e 1
l'ordinata di A. La coppia ordinata (z1,y;) indica le coordinate di A.

1.2 Prodotto scalare.
Se A = (x1,y1) e B = (x2,y2) il prodotto scalare di A e B ¢ il numero

A-B =x172 + Y12

1.3 Proiezione di un vettore lungo un altro

Siano A = (x1,y1) e B = (22, y2). La proiezione di A lungo B ¢ il vettore

_A-B

B
B-B

Pp(A)

1.4 Lunghezza di un vettore. Distanza tra due punti
1. La lunghezza di A = (z1,y1) € il numero

1Al = /1 +vi

detta norma di A.

2. La distanza di A = (x1,y1) da B = (22, ¥2) € il numero

1B = Al = /(22 — 21)? + (32 — y1)?

1.5 Punto medio di un segmento

Se A = (z1,y1) e B = (w2,92) allora il punto medio M = (z7,yn) del segmento AB ha
coordinate

o — T1+ 22

M= 5
Y1+ Y2

YMm = 5
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2 Rette

2.1 Equazioni parametriche di rette

La retta r contenente il punto Py = (z0,y0) e avente vettore di direzione V = (v1,v2) ha
equazioni parametriche

P=Py+Vt (2.1)

dove t € R e P = (x,y). Dall’'uguaglianza (vettoriale) 2.1 si ottiene:

T = xg+ v1t
teR
Yy = Yo + vat

2.2 Equazioni cartesiane di rette
L’equazione (cartesiana) di una retta del piano in forma implicita ¢ : ax + by +¢ =0

L’equazione (cartesiana) di una retta del piano in forma esplicita ¢ : y = mx + ¢. Non &
possibile rappresentare con un’equazione del tipo y = max + ¢ le rette parallele all’asse y
(perche?)

Alcune rette importanti

L’equazione dell’asse z ¢ y = 0, quella dell’asse y ¢ x = 0 . L’equazione della bisettrice del
primo e terzo quadrante ¢ y = = mentre I’equazione della bisettrice del secondo e quarto
quadrante ¢ y = —x

2.3 Direzione (pendenza) di una retta

Siano A = (x1,y1) e B = (x2,y2) due punti del piano (A # B).

Vettore di direzione della retta passante per due punti. Un vettore di direzione della
retta passante per A e B ¢

B—A=(z2 — 71,92 — 1)
Coefficiente angolare della retta passante per due punti. Se x; # xo allora il

coefficiente angolare della retta AB ¢

P2 —un
T2 — 21

MmAB
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2.4 Condizione di parallelismo tra rette

e Se le equazioni parametriche delle rette r e s sono
x =m0+ ft r=uz,+ flu
T teR S: u€R
y=yo+gt y=yo+g'u

allora
rlls <= (f9)=k(fg), k#0
e Se le equazioni cartesiane delle rette r e s sono
r: y=mzx+q, s: y=mz+4
allora
rlls < m=m
2.5 Condizione di perpendicolarita tra rette
e Se le equazioni parametriche delle rette r e s sono
x =m0+ ft r=uz5+ flu
T teR s: ueR
y=yo+gt y=yo+gu
allora
rls < ff4+99=0
e Se le equazioni cartesiane delle rette r e s sono
r: y=mz+q, s: y=mz+¢
allora

rls < mm =-1
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2.6 Fasci di rette

Siano r e r’ due rette distinte del piano di equazione, nell’ordine, ax + by +c¢c = 0 e
ax+Vy+  =0. L'equazione del fascio di rette aventi per generatrici r e r’ ¢

Maz +by+c)+pldz+by+c)=0 (2.2)
dove X\ , € R. Per ogni coppia (A, u) 'uguaglianza (2.2) individua una retta di equazione

(Aa + pa' )z + (Ab+ b’ )y + e+ pd =0

Se le rette generatrici r, v’ sono incidenti e T' ¢ il punto di intersezione allora le rette del
fascio (2.2) sono tutte e sole le rette passanti per T mentre se 7, r’ sono parallele (e distinte)
le rette del fascio sono tutte e sole le rette parallele a r ().

E possibile descrivere il fascio di rette utilizzando un solo parametro anziche due. Infatti,
dividendo ’equazione (2.2) per A # 0 si ottiene

(a1:+by+c)+§(a'x+b’y+c’):0

OVVero
(ax +by+c) +k(dz+by+)=0 (2.3)

dove k = % Si tenga presente che in questo caso NON esiste alcun valore di k che permetta
di determinare la retta r’. In altre parole, 'equazione (2.3) fornisce, per ogni k € R, una
retta del fascio meno una: la retta r’.

Esempi

1. L’equazione del fascio di rette di centro (sostegno) Py = (x,¥o) si scrive spesso nel
seguente modo

y —yo = m(z — x)

2. (Fascio di rette parallele a una retta data.) Se la retta r ha equazione y = 2z — 3 allora
il fascio di rette parallele a r ha equazione

y=2x+4¢q
2.7 Retta passante per due punti

L’equazione della retta passante per i punti A = (z1,y1) e B = (v2,y2) (z1 # z2) €

y2—y1(
xro — I

Y-y = x — 1)
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2.8 Distanza di un punto da una retta

La distanza di Py = (0, yo) dalla retta r di equazione ax +by +c¢=0 &

laxzo + byo + ¢|

va? + b?

La distanza di Py = (0, yo) dalla retta r di equazione y = mx + q &

d:

g = Mo —yo +4
m2+1
Prima dimostrazione.
Sia r la retta di equazione ax +by+c=0e R = (:cl y1) un punto qualsiasi di tale retta. Un

vettore unitario ortogonale a r ¢ n =
g a2+b2 7 a2+b2

Figura 1: La distanza di Py da r coincide con la lunghezza del vettore P,(Py — R) (proiezione di
Py — R lungo N).

Si osservi la figura 1: la proiezione Py(Py — R) di Py — R lungo n coincide con la distanza

cercata. Si ha

[Pa(Po— R)| = |(Po—R) n|

R S

a(xo—x1)+b(yo—y1)
Va2+b?

Infine, osservando che axy + by; + ¢ =0 (R = (z1,y1) sta sulla retta r) si ottiene

lazo + byo + ¢
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Seconda dimostrazione
Si osservi la figura 2.

I due triangoli grigi sono simili (perche?). Dalla proporzione
1:vm2+1=d:|mzo+q—yo
si ricava

_ |mxo 4+ q — Yo
m2 +1

d

Figura 2:
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3 Coniche

3.1 Definizioni di circonferenza, parabola, ellisse, iperbole

3.2 Proprieta ottiche delle coniche
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4 Circonferenze

4.1 Equazione della circonferenza

L’equazione (cartesiana) della circonferenza &
2 2 —
r*+y " +ar+by+c=0

4.2 Equazione della circonferenza, dato il centro e il raggio

Se il centro della circonferenza & C' = («, 3) e il raggio & r allora ’equazione della circonferenza
e

(=) +(y—p) =1

4.3 Disegnare la circonferenza quando € data la sua equazione

Si consideri la circonferenza v di equazione

P+ +az+by+c=0

Le coordinate del centro C' = («a, ) sono

_ _a
T 7

b
i=

La lunghezza del raggio & r=ya?>+p%-c

10
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4.4 Fasci di circonferenze

Si considerino le due circonferenze v e 4 rispettivamente di equazione

oF >+’ +ax+by+c=0
~': 2+ +dr+by+d =0

L’equazione del fascio di circonferenze generato da v e ' ha equazione

P2yt tar+by+e+ k(@ + P +de+by+)=0

con k numero reale. Le circonferenze v e 7/ sono le circonferenze generatrici del fascio.

Sostituendo & = —1 nell’equazione del fascio si ottiene la retta
(a—ad)r+b-V)y+c—c =0

detta asse radicale del fascio.

5 Parabole.

5.1 Equazione della parabola con asse di simmetria parallelo all’asse y

L’equazione (cartesiana) della parabola con asse di simmetria parallelo all’asse y ¢

y=ax’+br+c

-b —A -b 1-A
Le coordinate del vertice sono V= | —, — |; quelle del fuoco sono F' = | —, ;
2a° 4a 2a° 4da

1+ A
4a

I’equazione della direttrice ¢ y = —

5.2 Casi particolari.

1. Se b =10 e ¢ = 0 la parabola ha vertice nell’origine.
2. Se b =0 e ¢ # 0 la parabola ha vertice sull’asse y in un punto diverso dall’origine.

3. Se b # 0 e c=0 la parabola passa per lorigine.

5.3 Equazione della parabola con asse di simmetria parallelo all’asse x

L’equazione (cartesiana) della parabola con asse di simmetria parallelo all’asse x &
x=ay? +by+c

11
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5.4 Pendenza della retta tangente alla parabola in un suo punto

1. Sia Py = (z0, o) un punto della parabola di equazione y = az? + bz + ¢. La pendenza
della retta tangente alla parabola in Py e

m = 2axg + b

2. Sia Py = (x0,%0) un punto della parabola di equazione z = ay? + by + c¢. La pendenza
della retta tangente alla parabola in Py e

1
m=_—-:
2ayp + b

5.5 Tangenti alla parabola condotte da un punto esterno alla parabola

(A=0)

Per trovare le equazioni delle tangenti alla parabola di equazione y = ax? + bx + ¢ passanti
per il punto P(zg, o) (esterno alla parabola) si procede cosi

1. Si scrive 'equazione del fascio proprio di rette di centro P(xg,yo)

y_yOZm($_x0)
2. Si pone a sistema ’equazione della parabola e quella del fascio
{ y=ax®+bx+c
Y —yo =m(z — zo)

3. Si ricava y dall’equazione del fascio e si sostituisce il valore trovato nell’equazione della
parabola. Si trova un’equazione di secondo grado nell’incognita x che dipende dal
parametro m.

4. Si pone la condizione di tangenza

A=0
L ulti li N 5 . . . 1 . luzioni
ultima uguaglianza € un equazione di secondo grado 11 ™ le cul soluzionl 1mjq € 1Mo

forniscono le pendenze delle due rette cercate. Sostituendo m; e mg nell’equazione del
fascio si ottengono le equazioni delle due tangenti.

12
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6 Ellissi

6.1 Equazione dell’ellisse

L’equazione (riferita agli assi) dell’ellisse &

Le intersezioni con 'asse = sono (—a,0) e (+a,0), quelle con 'asse y sono (0,—b) e (0,+b). I
fuochi Fy e F5 dell’ellisse stanno sull’asse maggiore;

- se a > bil semiasse maggiore dell’ellisse ha lunghezza a; i fuochi sono sull’asse z: F; = (—c,0)
e Fy = (+¢,0);

- se a < b il semiasse maggiore dell’ellisse ha lunghezza b; i fuochi sono sull’asse y: F; = (0, —c)
e Fy = (0,+c).

6.2 Relazione tra i semiassi dell’ellisse e la semidistanza focale

Se a, b indicano la lunghezza dei semiassi dell’ellisse e ¢ la semidistanza focale si ha:
A=a®>-b, sea>bh

2 _ 2 _ 2

c —a“, sea<b

6.3 Tangente condotta da un punto dell’ellisse

2 2
Sia Py = (0, yo) un punto dell’ellisse di equazione — + Z—Q = 1. La retta tangente all’ellisse
a
passante per Py ha equazione:
o  YYo _
W T Tl

6.4 Eccentricita
Si chiama eccentricita dell’ellisse il numero

semidistanza focale

e =
sSemlasse maggiore

c
e=—, sea>>b
a
c
e=-, sea<bd
b
L’eccentricita dell’ellisse € un numero compreso tra 0 e 1.

13
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7 Iperboli

7.1 Equazione dell’iperbole con i fuochi sull’asse x
L’equazione (riferita agli assi) dell’iperbole &

2 2
-
a b2

Le intersezioni con l’asse x sono (—a,0) e (+a,0); 'asse trasverso ha lunghezza 2a; i fuochi

hanno coordinate Fy = (—¢,0) e F» = (4¢,0); le equazioni degli asintoti sono y = £—u.
a

7.2 Equazione dell’iperbole con i fuochi sull’asse y
L’equazione (riferita agli assi) dell’iperbole &

1,2 y2

2 -t

Le intersezioni con I’asse y sono (0, —b) e (0,+b); l'asse trasverso ha lunghezza 2b; i fuochi

hanno coordinate F = (0, —c) e F» = (0, +c); le equazioni degli asintoti sono y = £+—u.
a

7.3 Relazione tra i semiassi dell’iperbole e la semidistanza focale

Se a, b indicano rispettivamente le lunghezze dei semiassi (trasverso e non trasverso) del-
I'iperbole e ¢ la semidistanza focale si ha:

A =a’+ b

7.4 Tangente condotta da un punto dell’iperbole

132 y2

Sia Py = (%o, yo) un punto dell’ellisse di equazione — — 2= 1. La retta tangente all’iperbole
a

passante per Py ha equazione:

7.5 Eccentricita
Si chiama eccentricita dell’iperbole il numero

semidistanza focale

semiasse trasverso

L’eccentricita dell’iperbole ¢ un numero maggiore di 1.
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